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Trigonometria (do grego trigobnon '"triangulo" + metron
"medida") € um ramo da matematica que estuda as relacdes entre os
comprimentos de 2 lados de um triangulo retangulo (tridngulo onde um
dos angulos mede 90 graus), para diferentes valores de um dos seus
angulos agudos. A abordagem da trigonometria penetra outros campos
da geometria, como o estudo de esferas usando a trigonometria
esférica.

A trigonometria tem aplicagbes importantes em varios ramos,
tanto como na matematica pura, quanto na matematica aplicada e,
consequentemente, nas ciéncias naturais

Sobre a trigonometria

Dois triangulos sao ditos semelhantes se um pode ser obtido pela
expansao uniforme do outro. Este é o caso se, e somente se, seus
angulos correspondentes sao iguais. O fato crucial sobre triangulos
semelhantes é que o0s comprimentos de seus lados sao
proporcionais. Isto ¢, se o maior lado de um tridngulo é duas vezes
maior que o lado do tridngulo similar, entdo o menor lado sera também
duas vezes maior que o menor lado do outro tridngulo, e o
comprimento do lado médio sera duas vezes o valor do lado
correspondente do outro triangulo. Assim, a razao do maior lado e
menor lado do primeiro triangulo serd a mesma razdo do maior lado e o
menor lado do outro tridangulo.
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A partir destes fatos, definem-se as funcoes trigonométricas,
comecando pelos triangulos retangulos (tridngulos com um &ngulo reto
90 graus ou /2 radianos). O maior lado em um triangulo qualquer é
sempre o lado oposto ao maior angulo e devido a soma dos angulos de
um triangulo ser 180 graus ou n radianos, o maior angulo em um
triangulo retangulo é o angulo reto. O maior lado nesse triangulo,
consequentemente, € o lado oposto ao angulo reto, chamado de
hipotenusa e os demais lados sao chamados de catetos.

Dois triangulos retangulos que compartilham um segundo angulo
A sao necessariamente similares, e a proporcao (ou razao) entre o
comprimento do lado oposto a A e o comprimento da hipotenusa ser3,
portanto, a mesma nos dois triangulos. Este valor sera um numero
entre 0 e 1 que depende apenas de A. Este numero é chamado de
seno de A e é escrito como sen(A). Similarmente, pode-se definir :

o cosseno (ou co-seno) de A: é a propor¢cao do comprimento do

cateto adjacente ao angulo A em relacdo ao comprimento da

hipotenusa

. a tangente trigonométrica de A: é a proporcao do comprimento
do cateto oposto ao angulo A em relagcdo ao comprimento do
cateto adjacente

. a co-tangente de A: é a proporcao do comprimento do cateto
adjacente ao angulo A em relacdo ao comprimento do cateto
oposto - é o inverso da tangente

. a secante trigonométrica de A: é a proporcao do comprimento da
hipotenusa em relacao ao comprimento do cateto adjacente ao
angulo A - é o inverso do cosseno

. a co-secante de A: é a proporcao do comprimento da hipotenusa

em relacdo ao comprimento do cateto oposto ao angulo A - é o

inverso do seno.
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Circulo Trigonométrico
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Circulo trigonométrico

A Trigonometria é o ramo da Matematica que estuda a
proporcdo, fixa, entre os comprimentos dos lados de um tridngulo
retangulo, para os diversos valores de um dos seus angulos agudos.
(Entre estes 4ngulos, os de 309, 4590 e 60° sdo denominados &ngulos
notaveis.) As proporcoes entre os 3 lados dos triangulos retangulos sao
denominadas de seno, cosseno, tangente e cotangente, dependendo
dos lados considerados na proporgao.

Ja o Circulo Trigonométrico € um recurso criado para facilitar a
visualizacdo destas proporcoes entre os lados dos triangulos
retangulos. Ele consiste em uma circunferéncia orientada de raio
unitario, centrada na origem dos 2 eixos de um plano cartesiano
ortogonal, ou seja, um plano definido por duas retas perpendiculares
entre si, ambas com o valor 0 (zero) no ponto onde elas se cortam.
Existemm dois sentidos de marcacao dos arcos no ciclo: o sentido
positivo, chamado de anti-horario, que se da a partir da origem dos
arcos até o lado terminal do angulo correspondente ao arco; e o sentido
negativo, ou horario, que se da no sentido contrario ao anterior.
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Seno

Dado um triangulo retdngulo, o seno de um dos seus 2 angulos
agudos € a proporcao entre o comprimento do cateto oposto a este
angulo e o comprimento da hipotenusa, calculada, como toda
proporcao, pela divisao de um valor pelo outro, a referéncia da
proporcao.

No circulo trigonométrico, o seno de um angulo qualquer pode ser
visualizado na projecao do seu raio (por definicao igual a 1) sobre o
eixo vertical.

Cosseno

Dado um tridngulo retadngulo, o cosseno de um dos seus 2
angulos agudos é a proporcao entre o comprimento do cateto adjacente
a este angulo e o comprimento da hipotenusa, calculada, como toda
proporcao, pela divisao de um valor pelo outro, a referéncia da
proporgao.

No circulo trigonométrico, o cosseno de um angulo qualguer pode
ser visualizado na projecao do seu raio (por definicao igual a 1) sobre o
eixo horizontal.

Como o cosseno é esta projecao, e o raio do ciclo trigonométrico
é igual a 1, segue que, VX € ‘R, -1< cos(x) <1 , ou seja, a imagem do
cosseno € o intervalo fechado [-1,1].

Tangente

Dado um tridngulo retangulo, a tangente de um dos seus 2
angulos agudos é a proporcao entre o comprimento do cateto oposto a
este angulo e o comprimento do cateto adjacente a ele, calculada,
como toda proporcgao, pela divisao de um valor pelo outro, a referéncia
da proporgao.

No circulo trigonométrico, o valor da tangente de um angulo
qualguer pode ser visualizado na reta vertical que tangencia este
circulo no ponto em que ele corta o eixo horizontal do lado direito.
Nesta reta tangente ao circulo trigonométrico, o valor da tangente
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trigonométrica de qualquer angulo é representado pelo segmento que
vai do ponto em que ela corta o eixo horizontal até o ponto em que ela
corta a reta que contém o raio do circulo trigonométrico para o angulo
considerado. Para avaliar este valor, deve-se compara-lo com o raio do
circulo trigonométrico que, por definicdao, é igual a 1, de preferéncia
quando este raio se encontra sobre a parte superior do eixo ortogonal
vertical. Observe que, enquanto 0 seno € 0 coseno Sao sempre
menores do que o raio do circulo trigonométrico e, portanto, menores
do que 1, a tangente trigonométrica pode ser tanto menor gquanto
maior do que 1.

Algumas relacoes

O circulo unitario

cateto oposto

sen4 = —
hipotenusa

cateto adjacente

CosA = :
hipotenusa

Estas sao as mais importantes funcoes trigonométricas;
outras funcdes podem ser definidas tomando as razdes dos outros lados
de um triangulo retangulo, mas podem ser expressas em termos de
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seno e cosseno. Sao elas a tangente, secante, cotangente, e

cossecante.
sen A cateto oposto
tanA = = :
cosA cateto adjacente
1 hipotenusa
secA = = -
cosA cateto adjacente
cosA cateto adjacente
cotA = =
sen A cateto oposto
1 hipotenusa
cosecA =

sen A cateto oposto

Até entdo, as funcdes trigonométricas tém sido definidas por
angulos entre 0 e 90 graus (0 e n/2 radianos) apenas. Usando um
circulo unitario, pode-se estendé-los para todos argumentos positivos e

negativos (veja funcao trigonométrica).
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Observando atentamente no circulo trigonomeétrico cada uma
das situacdes em causa, é possivel concluirmos algumas relacoes
importantes entre as relagoes trigonomeétricas de certos angulos.
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Angulos do 12 Quadrante

Angulos Complementares: -a e 90°- a
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Os pontos P e Q do circulo trigonométrico, respectivamente
associados a “a” e a 90-a, sdao simétricos em relacao a reta da equacao

y = X.

Dai resulta que a abscissa de um é a ordenada do outro e
reciprocamente, isto &,

sen (90°— )= cos &

cos (90°-&)=sen &

tg (90° - a)= cotg &

cotg (90° - a)=tg &
Angulos do 2° Quadrante

Angulos que diferem de 90°: a e 90° + a
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A abscissa de Q é simétrica da ordenada de P, e a ordenada de Q
é igual a abscissa de P, isto &,

sen (90°+a)=cos &

cos [90°+ &)= —sen &
tg (90°+ a)= - cotg «
cotg 00°+ )= -tg «

Angulos Suplementares: a‘e 180° - a
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Os pontos P e Q do circulo trigonométrico, respectivamente
associados a “a” e 180°- a, sdao simétricos em relagao ao eixo das
ordenadas. Dai resulta que as ordenadas de P e Q sdo iguais e as suas
abscissas sdo simétricas, isto &,

sen (180°— &)= sen &

cos (180°—¢a)=—cos &

tg 180°-a)=-tg &

cotg [180°— &)= - cotg &
Angulos do 3° Quadrante

Angulos que diferem de 180°: a e 180° + a
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Os pontos P e Q do circulo trigonométrico, respectivamente

A\ /4

associados a “a” e a 180° + a, sdao simétricos em relagao a O.

Dai resulta que as suas ordenadas e as suas abscissas sao simétricas,
isto &,

sen (180°+ &)= —sen &
cos (180°+a)=—cos &
tg 180°+a)=tg

cotg (180°+ )= cotg &

Angulos que somados valem 270°: a e 270° - a
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cos (270°— )= —sen &

tg (270°— &)= cotg &

cotg [270°- )= tg &
Angulos do 4° Quadrante

Angulos que diferem de 270°: a e 2700 + a
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sen (270°+ &)= —cos

cos (270°+ &)= sen &
tg (270°+ @)= - cotg &
cotg (270°+ @)= -tg &

Angulos Simétricos: a e -a

Os pontos P e Q do circulo trigonométrico, respectivamente
associados a “a” e "“-a”, sao simétricos em relacdo ao eixo das

abscissas.

\\ 144

Dai resulta que as abscissas de P e Q sado iguais e as suas ordenadas
sdo simétricas, isto €&,

sen (—o)=—sen &
cos(—a)=cos &
tg-al=—tga
cotg (—e)=—cotg &

OBS.: As relacbes que acabamos de estudar sao validas qualquer que
seja a amplitude “a” do angulo (em graus ou radianos).



Relogio de sol

Uma vez que as funcdes seno e cosseno tenham sido tabuladas
(ou computadas por uma calculadora), pode-se responder virtualmente
todas questdes sobre triangulos arbitrarios, usando a lei dos senos e a
lei dos cossenos. Estas leis podem ser usadas para calcular os
angulos restantes e lados de qualquer triangulo bem como dois lados e
um angulo ou dois angulos e um lado ou trés lados conhecidos.

Alguns matematicos acreditam que a trigonometria foi
originalmente inventada para calcular reldégios de sol, um tradicional
exercicio em antigos livros. Isto é também muito importante para a
agrimensura.

Teorema de Pitagoras

O teorema de Pitagoras estabelece que "A soma do quadrado
das medidas dos catetos (/lados que formam o angulo de 90°, neste
caso a e b) é igual ao quadrado da medida da hipotenusa (/ado oposto
ao angulo de 90°, ou c)". Assim: c 2 = a 2 + b 2, Um corolario desse
teorema é que se os dois catetos forem de mesmo tamanho, a
hipotenusa vale o produto do cateto pela raiz quadrada de 2.

Aplicacoes da trigonometria

Existem diversas aplicacdbes da trigonometria e das funcoes
trigonométricas. Por exemplo, a técnica da triangulacao é usada em
astronomia para estimar a distancia das estrelas proximas; em
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geografia. e geologia para estimar distancias entre divisas e em
sistemas de navegacdo por satélite. As funcoes seno e cosseno Sao
fundamentais para a teoria das funcoes periddicas, as quais descrevem
as ondas sonoras e luminosas.

Campos que fazem wuso da trigonometria ou funcoes
trigonomeétricas incluem astronomia (especialmente para localizagdo
de posicbes aparentes de objetos celestes, em qual a trigonometria
esférica é essencial) e portanto navegacao (nos oceanos, em avioes, e
no espaco), teoria musical, acustica, Optica, anadlise de mercado,
eletrbnica, teoria da probabilidade, estatistica, biologia, equipamentos
médicos (por exemplo, Tomografia Computadorizada e Ultrassom),
farmacia, quimica, teoria dos numeros (e portanto criptologia),
sismologia, meteorologia, oceanografia, muitas das ciéncias fisicas,
solos (inspecao e geodesia), arquitetura, fonética, economia,
engenharia, graficos computadorizados, cartografia, cristalografia e
desenvolvimento de jogos.

Identidades Trigonométricas

Algumas equacdes envolvendo funcoes trigonométricas sao
verdade para todos os angulos e sdao conhecidas como "identidades
trigonométricas". Muitas expressam relacoes geométricas
importantes. Por exemplo, as identidades Pitagoreanas sao uma
expressao do Teorema de Pitagoras. Aqui ha algumas das identidades
mais comumente utilizadas, assim como as férmulas mais importantes
conectando angulos e lados de um triangulo arbitrario.

Formula fundamental da trigonometria e seus corolarios

sen’ A +cos? A=1
tan® A4+ 1 =sec® A
1+cot? Ad=csc® A
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Identidades de soma e subtracao

sen(A+ B) = send cos B &+ senB cos A
cos(A+ B) = cos A cos B F sendsenB
tan.d + tan B

1 FtanAtan B
cot Acot B F 1

cot B+ cot A

tanfA+ By—

cot({A+ B) =

Formulas da duplicacao do angulo

sen(2.4) = 2sen.Acos A
cos(24) = cos* 4 — sen® A
=2cos’ A~ 1
=1—2sen’* A
1 —tan? 4

1 + tan® A
2tan A

1 —tan® A
2cot A

cot?2 A —1
2

cot A — tan A

tan(24) =

Formulas da divisao do angulo em dois

Note que + significa que pode haver qualquer dos dois sinais,
dependendo do valor de -1/2.

A gt 1 —cosAd
sen S 5

A = 1+ cosAd
COS 5 = 5
tan i =4 finn

2 1+ cosA



Identidades triangulares

A .,

A c B

As identidades que se seguem referem-se a um triangulo com
angulos A, B e C' e lados de comprimentos-a, b e ¢, como na figura ao
lado. Repare que o lado oposto ao angulo 4 é o de comprimento a, o
lado oposto ao angulo B é o de comprimento b e o lado oposto ao
angulo C' € o de comprimento «¢.

Lei dos senos

A lei dos senos para um triangulo arbitrario diz:

sen A sen B sen ('

(@ b c
ou equivalentemente:

( b C

2R

send sen B sen

Lei dos cossenos

A lei dos cossenos (também conhecida como formula dos cossenos) é
uma extensao do teorema de Pitagoras para triangulos arbitrarios:

¢ =a’ +b* — 2abcos C,
ou equivalentemente:

o TR LS
2ab

cos(C =

o teorema de pitdgoras é um caso particular da Lei dos Cossenos,
quando o cosseno de 90°é 0.
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Lei das tangentes

A lei das tangentes:

Como saber o angulo interno de um triangulo retangulo

a+b tan %—(A +B)-
a=b ian %(A —B)_

_1 =
b+c tan 7(B+C)
b=¢  ian %(B — C)—

_1 -
a+c tan Z(A‘l'C)
a@—C tan _%(A — C)-

Sendo:
_. sen(A)
tan(A) = cos( A)
em que:

Sen(A) é comprimento do cateto oposto e
Cos(A) A o comprimento do cateto adjacente.

A tangente inversa:

ou.

tani(A)

arctan (

S

€ o angulo interno.



Formulas Trigonométricas
Férmula Fundamental

sen® o+ cos* er =1

Formulas Secundarias

Sen o
tg o=

COS Y

COSCX 1
cotg & = =

sene tgo

1+tg? a= =sec’ &

cos’ o

1+cotg® o= = cosec’ &

sen’ &
tg = cotgar=1
Férmulas de Adicao
sen (x+ y)=sen x> cos y £sen yxXcos x

cos(x+ y)=cosxxcos v Fsen xxsen y

_ tgxtig y %
tglxty)= s Sy et T (S
s(x+y) 1+ tg xxtg vy i 7

_ cotg xxcotg y +1

+
cotg (x £ y) coig ytcotg x (xty=kr,keZ)

Férmulas-de Duplicacao

sen (2x)= 2 X sen £ X COS X
cos(2x)=cos® x—sen® x=1-2xsen’x =2xcos’x—1

ks
1-tg? x 2 453

2t
tg (k]=i [Ii£+kﬁﬂ—+—,kEZ

2 K
cote= x—1 T
cotg (zx):ziw[”?kez]



Férmulas de Bisseccao

o l-cosx  senx _ l-cosx
2 I+cosx  14cosx Sen x

= cosecx —cotgx

Férmulas de Transformacao

¥ A
sen x fsen y = 2xsen LV cos LI
cos.x+cosy:2><cos‘x+yxcos‘x;y
= ity A=Y
CO8 X — €08 .y =—2xgen Xsen —

sen x Xsen y = %[cos (x— y)—cos (x+ y)]

SeN X X COS8 y = %[sen (x— y)+sen (x+ y)]

Obs.: As formulas anteriores nao sao validas se os denominadores
tomarem valores nulos.

Relagdes Trigonométricas no Triangulo Retangulo
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